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x  2 2 212 5   
x x x      2 144 25 169 169 13  
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هاي شود که خط خواسته شده بایستی به دایرهفیثاغورس مشخص می رابطهبا توجه به شکل و نوشتن 
 خط مماس مشترك دارند. 4باشد و این دو دایره  45و 5هايبه مرکزهاي دوایر قبلی و شعاع
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نقطه  8کند پس حداکثر نقطه قطع می 2ضلع دارد و هر ضلع آن دایره را حداکثر در  4هر مستطیل 

 برخورد موجود است.
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  المرکزین با تفاضل دو شعاع برابر است.دایره، مماس داخلی باشند طول خطاگر دو 
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O BC  120   

 BO CO B C     1 1
180 120 302   



 


BCA
C ( )

B B

          
   

2

1 2

602 180 60 66 30 24
66
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 O ( ) AB       1 180 15 15 150 150   
 O ( ) CD       2 180 40 40 100 150  
BD AC ( )       360 150 100 110  
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  AF FE ED DC AF AB BC CDB E         2 2   

  FE ED AB BCB E           70 50 70 50
2 2   

FE ED AB BC    60 60 2   

      360 120120 120 120 2402  
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 ABBCA    180 902 2   

BACقطر BC AB AB AB      1 130 10 202 2   

/ /  20 3 14 62   محیط دایره 8
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  ها مقابل زوایاي محاطی با هم برابرند.کمان
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 

  
MNB: MN MB N B
BRM AB M

      
     

11
1 451 2 902 2

   

     A B A M B B      2 1 2 180   
  A A A /        90 45 180 22 5  
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

 
F AOB AC CF AFACF ~ AOE AE OE AOA A

      
 

90
  

(AF) (AC) (CF) (AF) (AF) AF          2 2 2 2 2 2 210 6 100 36 64 8
  
CF AF OE /OE AO OE

     6 8 6 5 3 755 8   

BE OB OE BE / /     5 3 75 1 25   
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



CBE

D BE
BC

           
  

2 60 12060 120 60 60
60

   

 BCD BEA       70 60 60 352 2  
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  TAB TB DB    65 130 50   
 TBA TA   35 70   
  AT BDC      50 70 602 2  
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 DCB    140 702 2   

زاویه خارجی مثلث  AEB B C      70 60 130  
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  شعاع دایره در نقطه تماس بر خط مماس عمود است.

D  90   
 A BD   30 60   

BDAB     60 180 1202   زاویه ظلی 2

  اندازه زاویه ظلی (زاویه بین مماس و وتر) نصف کمان مقابل است.
  است. 360مساوي ABCDهاي داخلی چهار ضلعی مجموع زاویه

C ( )     360 30 90 120 120  
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(x ) ( x )   4 2 1 902   

x x   4 2 1 180   

x x x       1773 180 4 1 3 177 593   
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( x )( x ) x( x )   2 1 2 1 4 1   
x x x x    2 24 1 4 1  
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x x x x x x       2 3 180 5 5 360 10 242   

AMC ( )     180 5 24 180 120 60   
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  (براي اثبات)حل اول: راه

  360 8 45   
B    1

4 45   محاطی 902

C    1
2 45   محاطی 452

A ( )      180 90 45 45   
  (روش تستی)حل دوم: راه

   BC DEA A      45 45 452 2  
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   AC BD AC BD     30 602   

 AD BC      360 60 300   
BC BC     3 3 300 2254 300 هامجموع نسبت         4 1 3 4  
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 MNB   202   
M ( )   1 180 100 20 60   
BC   60 2 120   
  BC MNA     120 40 402 2  
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AC CP CAP P    23   

C CAP P      23 23 46   
 AB C     12 2 46 92  
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   O DMC D C     2 30 75  

ODEمثلث در


  داریم: 
  O D E  1 (زاویه خارجی)  

 AND O     1 30 75 105  
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BC  120   
 BC BDBD A         120 60180 120 60 302 2   
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
AB x x y

y AD ACDx yAD y

              

3 360 3030 30 152402
  

  »4«گزهنی  -28
  (براي اثبات)حل اول: راه

 MNB    1
100 502   زاویه محاطی 2

   B A N A       1 50 30 ABNزاویه خارجی مثلث 20


   
  (روش تستی)حل دوم: راه

  MN BCA  2   

A    100 60 202   

B
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1

BA

M
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O E
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1 2

B
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30100 1 2
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  TAT TNTM   2   

 

 
TAT TNT
TNT

TAT TNT

           
   

160
2 360 160 200

360
   

 TNT A    100 50  
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    

 

ADC AECB ADC AEC

ADC AEC

    

   

1402
360

   

 AEC AEC X      2 220 110 55  
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 AOD AD     115 30 85 85   
   AD BC BC BC         115 85 230 230 85 1452   
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AT x
TB y
BD z


 
 

   

A y z
TD y z

ÂŠId¶
o‰¤

       
65 130 50

180
   

B x  35   محاطی 70
 x zC    1

70 50 602 2   

65 35O 
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CD   2 32 64   
   AB CD ABP AB      6432 1282 2

  
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t z t z     110 2202   

   

  

AP BQ AP BQ
t z

AP BQ t zN

t , z t z

         
      

       

70 1402 16
62 2

102 118 2 86
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  حل اول:راه

MNP  80
2

   

  MNQ P Q P Q       80 402 2
    

  حل دوم:راه

  RQM M      1 2
38 19 180 19 1612 2   

  QON N      1 2
42 21 180 21 1592 2   

   360برابر است با PQMNهاي چهار ضلعی زاویه مجموع
P Q ( )     360 161 159 40    

   

A

32
CB

P
32

D

Q
M

R

P

O N

38

42

Q
M

R

P

O N

2
22

1

42

38
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

   
  A
B B AC

AB AC B C

          
   

20
2 20 180 80 160   

 A BC   20 40   
  B C AB     80 80 160   
 ACB ABx      200 160 202 2  
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  شعاع در نقطه تماس بر خط مماس عمود است:

 O ( ) BC       360 90 90 50 130   مرکزي 130
BDC    360 130 230  
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 AB CD    180 50 130   

  BC AD AB CD CD     130 652   

B /  65 180 122 52  
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 4 3 1  

C   180 45 454   

 است. 180رومجموع دو زاویه محاطی روبه
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AOD
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50
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A                                            شعاع در نقطه تماس بر خط مماس عمود است.  90   
  نصف وتر است. 30روي زاویهالزاویه ضلع روبهدر مثلث قائم

AO OC C   1 302   
 O ( ) AB O       180 90 30 60 60  
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OCDBشعاع  ODCبر وتر ومیانه وارد  2


  الزاویهقائم 
ADB  90 محاطی  

ADB: AD AB BD


  2 2 2   
AD ( R) R R AD R    2 2 2 22 3 3  
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 30برابر BOHزاویه ،  5برابر  OHبا توجه به فرض طول 

نصف وتر است  30زاویه رو بهجایی که ضلع روبهاست. از آن
BOپس 10به همین ترتیب .OC 10:بنابراین .  

BC BO OC   20  
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x y z /

X Y Z x /
y z
   

          

11 5
2 2 2 6 8 9 23 5 5

6
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AOOH , AO AHOH     5 2 10 15   

aبرابر با aالاضلاع به ضلع از طرفی ارتفاع مثلث متساوي 3
  است، پس: 2

a 3 30 aمحیط 3 a   3 15 10 32   

BA O C

D
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OA R  5   
OM   8 5 13   
AM AM      2 2 213 5 169 25 144 12  
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AH BH CH DH DH DH        3 2 1 6   

CH DHR /   1 6 3 52  شعاع 2
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قطر دایره با قطر شش ضلعی منتظم برابر است و اندازه هر ضلع شش ضلعی با شعاع دایره برابر است در 

باشد پس طبق رابطه ره قائمه میروي قطر دایباشد و زاویه محاطی روبهمتر میسانتی 6نتیجه قطر دایره 
  فیثاغورس داریم:

x x x       2 26 3 36 9 27 3 3  
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K / 6 3 2 3   دایره کوچکشعاع  3

OAO (O A) ( ) ( )


      2 2 26 3 3 3 108 27 81   
O A AM ( )       81 9 9 3 3 3 3 3  
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OO O H  5 3   
H OO O H OH    2 2 290   

OH OH    2 2 25 3 4   
AB  4  

O

A M

5
5

C

D

A

HB O

X

3
O

A

O
M

O 
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  »4«گزهنی  -50
OO O AOB    120 الاضلاعمثلث متساوي  

     23 6 6  طول نخ 23
  
  

  »3«گزهنی  -51
r r ( r) r r r r r          2 2 2 2 2 21 2 2 1 2 1 0   

r r (r ) r r            2 22 1 2 1 2 1 2 2 1  
  

  »2«گزهنی  -52
تر یک واحد کم ABاز  DEبا توجه به تقارن دایره وقتی 

EYاست یعنی 1.  
ZFهمچنین 1 پسEF  7. 

  

  »3«گزهنی  -53
 است. در هر دایره نسبت محیط دایره به قطر آن مساوي

  

  »1«گزهنی  -54
d قطر  

(d ) d p d d p p            2 2   
  »4«گزهنی  -55

R R R R     
 
5 52 2 2   

R R   2 2 5   
 

  »2«گزهنی  -56

1مورچه دقیقاً
10محیط دایره را پیموده است. محیط دایره برابر 10 31 3باشد. لذا او حدود متر می 

 متر راه رفته است.
  

  »2«گزهنی  -57
  3   

R R  2   محیط دایره داخلی 6
(R ) R    2 10 6   محیط دایره بیرونی 60
R R  6 60 6  اختلاف محیط دو دایره 60

  

  »3«گزهنی  -58

aدانیممی b ( ) 

42   

  کنیم.دایره را با هم جمع میحال محیط سه نیم
a b( ) ( ) ( )     


1 4 1 12 2 22 2 2 2   محیط کل 2

a b   4 2 2
   

( )(a b)        
42

4 4 82 2  
  

  »4«گزهنی  -59
خط و قسمتی از محیط یک دایره ساخته شده است. طول هر یک از این پاره 2محیط این شکل از 

300است و آن بخشی از دایره، در حقیقت 1ها به اندازه شعاع دایره یعنی خطپاره 5
360 محیط دایره  6

  است پس: 2است و محیط دایره برابر با

( )     5 52 2 26   محیط شکل 3
  

  »1«گزهنی  -60
  با توجه به شکل:

AB r r r( )   2 1 2   
  از طرفی:

AB OB OA ( )     6 2 6 6 2 1   
  بنابراین:

( )r( ) ( ) r     


6 2 11 2 6 2 1 2 1  

a b 
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  »2«گزهنی  -61
: OD OH HD 2 2   رابطه فیثاغورس 2

OHD x ( x)


   2 2 28 4   
x x x x      2 264 16 16 16 180   
x  80 516   

 باشد.می 1برابر  4مانده شعاع بر عدد باقی پس است 5شعاع دایره برابر 
  

  »2«گزهنی  -62
r 2  محیط دایره  

    2 3   محیط دایره 6
 


O O OAA OH

OAH : H


      
  

1 2120 60
30 290

   

/ /  3 1 5 1 OHاز خط Aفاصله نقطه  5 / d  1 5  
  

  »2«گزهنی  -63
ترین حالت زمانی است که این دو نفر در مطابق شکل نزدیک

تر متر کم 40به اندازه  m70باشند که فاصله آن از Cو  Bهاي نقطه
و  Aترین فاصله برابر حالتی است که دو نفر در است. همچنین بیش

D باشد.تر میمتر بیش 40به اندازه  70شان از باشند که فاصله  
  »1«گزهنی  -64

mبرابر کنیم مساحت mاي را اگر شعاع دایره  شود.برابر می mو محیط آن  2
  

  »4«گزهنی  -65

AC BC AB   محیطABC


   
(I x) (x y) (k y)        

Iاگر k  گیریم محیط ثابت است.ثابت باشد نتیجه می  
مساحت متغیر است

ABC
D F S ABC   0  

B

T

A

CD

H
4 O

x

xx8

A 
C 

B 

E 

F 

D y 
x 

x 

y k 

1 

  »2«گزهنی  -66
S 16 دایره بزرگ  

S r r           


2 916 7 9 9 9  دایره کوچک 3

 
 

 
  »2«گزهنی  -67

  شود:محسوب میقد دایره ، مربع و مثلث به ترتیب قطر دایره، ضلع مربع و ارتفاع مثلث 

 
 
49 Aقطر دایره 7   

  

  »2«گزهنی  -68
/S /  1 4 4 3 14 12 564   دایره 4

S  6 6   مثلث 182

/S / 18 12 56 2   هاشوخورده 722
  

  »2«گزهنی  -69
  کنیم.رو به هم وصل میها را مطابق شکل روبهمرکز دایره

Oمساحت مربع واحد است 1مساحت چهار ربع دایره که شعاع هر کدام  O O O 1 2 3   مساحت ناحیه رنگی 4
     

214 4   مساحت ناحیه رنگی 44
 
  

  »1«گزهنی  -70
:   25   مساحت دایره بزرگ 25

:   24   مساحت دایره متوسط 16
:  21 مساحت دایره کوچک  

:    16   مجموع مساحت دایره متوسط و کوچک 17

:     25 17   مساحت قسمت هاشورخورده 42

7
4

O
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  »1«گزهنی  -71



H BO ROH OH
B

     
 1

90
2 230

   

  RH OB OH BH R ( ) BH      2 2 2 2 2 290 2   

BH R BH R BC R     2 23 3 34 2   

ABC

AH BCS 
    مساحت ناحیه هاشورخورده 2

R R R    23 1 3 332 2   مساحت ناحیه هاشورخورده 4

R R 2 23 3
  مساحت ناحیه سفید 4

S S

R R R R R


              2 2 2 2 22 2 3 3 3 3 3 3 3 33 2 33 3 2 2 4 4 
   

  

  »3«گزهنی  -72

1درجه است و هر قطاع 60هر زاویه مثلث 
  باشد و سه تا قطاع برابر با مساحت نصف دایره است.دایره می 6

/S /  3 3 3 14 14   دایرهنیم 132

h h /       2 2 26 3 36 9 27 27 5 1   
/S / 6 5 1 15   مثلث 32

S / / /  15 3 14 13 1  هاشورخورده 17
  »2«گزهنی  -73

S  6 6   مربع 36
S / /   3 3 3 14 25   دایره 26

S / /  36 28 26 7   حاشیه رنگی 74
S / /  36 28 26 7   رنگی وسط 74
S / / /  7 74 7 74 15  هاشورخورده 48

6

3 3

6
h

  »3«گزینه  -74
دایره هاشورخورده خارج شده از شعاع مرکزي دایره را در جاي سفید داخلی قرار دهیم مساحت اگر نیم

1دایره یاقسمت هاشورخورده برابر است با نصف مساحت نیم
  مساحت دایره 4

 36 مساحت دایره  
  36  مساحت هاشورخورده 94

  
  »4«گزینه  -75

ها به اندازه شعاع دوي این دایرهکند یعنی فاصله مرکزهاي دوبهوقتی هر دایره از مرکز دیگري عبور می
  . پس مساحت آن برابر است با:3الاضلاع است به ضلع متساويمثلثی  ABC هاست پسآن

( )
S

 
 

33 3 9 32
2 4   

  »4«گزینه  -76
  به راحتی قابل محاسبه است. ACطول قطر 

AH    100 25 75 5 3   
  پس داریم:

AC AH CH    
( ) ( )      5 3 10 5 3 10 3 10 10 10 3 1   

  لذا:

ABCD
( )ACS ( )   

22
2100 3 1 50 3 12 2  

  
  »1«گزینه  -77

  که طول آن برابر است با: OAمطابق شکل شعاع دایره دیده شده برابر است با 
OA   2 21 5 26   

  پس مساحت دایره برابر است با:
S r  2 26   
 
 

o 6




